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 INTISARI 
 
Pada umumnya invers matriks hanya dapat dicari untuk matriks persegi dan nonsingular dengan 
bentuk invers dari suatu matriks   yaitu    . Untuk matriks singular dan nonsingular invers matriks 
berupa invers Moore Penrose yang dapat dicari dengan      (   )  (   )    , dengan    
merupakan invers Moore Penrose dari matriks  , matriks   dan   merupakan matriks yang diperoleh 
dari baris tak nol dan kolom yang memuat satu utama dari matriks  , setelah dilakukan operasi baris 
elementer. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji formula invers Moore Penrose dan menerapkan 
formula yang didapat pada pencarian invers matriks untuk solusi sistem persamaan linear. Hasil yang 
dipenuhi menyatakan bahwa invers Moore Penrose dari suatu matriks   akan didapat ketika 
    ( )     
 
kata kunci: matriks, invers, invers Moore Penrose. 
PENDAHULUAN 
Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan, bilangan-bilangan dalam jajaran 
tersebut disebut entri dari matriks [1]. Matriks dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu 
permasalahan dalam matematika seperti mencari solusi dari sistem persamaan linear yaitu dengan 
memanfaatkan invers matriks. Penggunaan invers matriks sangat penting dalam menentukan solusi 
dari sistem persamaan linear      yang sesuai, yakni        [2]. Tetapi, pada umumnya invers 
matriks yang biasa dikenal hanya dapat dicari ketika matriks tersebut persegi dan nonsingular. Dengan 
demikian, diperlukan suatu generalisasi invers dari suatu matriks   yang memenuhi       , 
dengan    sebagai generalisasi invers dari matriks    sehingga untuk matriks yang bukan persegi juga 
memiliki generalisasi invers apabila memenuhi persamaan tersebut. 
Pada tahun 1954, Rooger Penrose dalam penelitiannya memperkenalkan suatu jenis invers 
matriks yaitu invers Moore Penrose. Invers Moore Penrose merupakan invers dari matriks   yang 
memenuhi keempat persamaan Penrose dan dilambangkan dengan   . Jika invers matriks biasa 
dikenal adalah invers dari suatu matriks persegi dan nonsingular, maka invers Moore Penrose ada 
untuk setiap matriks baik matriks persegi singular maupun matriks yang bukan persegi [3]. 
Berdasarkan hal tersebut maka penelitian ini mengkaji tentang formula invers Moore Penrose dari 
suatu matriks  . 
GENERALISASI INVERS 
Invers matriks pada umumnya dapat dicari apabila matriks tersebut persegi dan nonsingular. 
Akan tetapi, untuk matriks yang nonpersegi dan singular dapat ditentukan invers matriksnya dan tidak 
tunggal, yang disebut sebagai generalisasi invers. Suatu matriks disebut sebagai generalisasi invers 
yaitu ketika  suatu matriks memenuhi persamaan pada Definisi 1 berikut ini. Generalisasi invers dapat 
dicari dengan menggunakan aturan algoritma, yang diberikan pada Contoh 2. 
Definisi 1 [7] Diberikan matriks       . Matriks  
  disebut sebagai generalisasi invers dari 
       apabila memenuhi  A 
 A = A.  
Berikut ini diberikan contoh dari generalisasi invers. 
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Contoh 2. Diberikan matriks   berukuran     dengan   *
   
   
+, tentukan generalisasi invers 
dari matriks    
Penyelesaian: dengan menggunakan aturan algoritma diperoleh bahwa generalisasi invers dari matriks 
  sebagai berikut,  
a. Diperoleh matriks hasil operasi baris elementer yaitu *
    
     
+, sehingga     ( )   .  
b. Pilih sebarang matriks     dari   misalkan   *
  
  
+ 
c. Mencari invers dari   yaitu     dan (   )     
    *
       
       
+ 
(   )  *
       
       
+ 
d. Pada matriks   ganti elemen   dengan (   )  dan ganti elemen lainnya dengan nol  
  *
        
        
+ 
e. Transposekan matriks   diperoleh    [
       
       
  
]   
Selanjutnya, ditunjukkan    memenuhi        
       *
   
   
+    [
       
       
  
] *
   
   
+  *
   
   
+    . 
Jadi, terbukti bahwa    merupakan generalisasi invers dari    
INVERS MOORE PENROSE  
Invers Moore Penrose merupakan invers dari suatu matriks yang memenuhi keempat persamaan 
Penrose. Invers Moore Penrose dapat digunakan untuk mencari invers matriks yang singular dan 
nonsingular, dan matriks yang diperoleh tunggal, berdasarkan pada pada Teorema 4. Berikut ini 
diberikan definisi tentang empat persamaan yang harus dipenuhi dari suatu matriks, sehingga matriks 
tersebut disebut matriks invers Moore Penrose. 
Definisi 3 [4]. Diberikan matriks       . Matriks  
  merupakan invers Moore Penrose dari 
matriks   jika memenuhi: 
1.        
2.          
3. (   )      
4. (   )      
dengan * merupakan konjugat transpose dari suatu matriks. 
Berikut ini diberikan teorema ketunggalan dari invers Moore Penrose sebagai berikut, 
Teorema 4 [5] Diberikan matriks       , jika invers matriks   memenuhi keempat persamaan 
Penrose maka invers Moore Penrose adalah tunggal.  
Bukti: Misalkan terdapat matriks        dengan     adalah invers Moore Penrose dari  . 
Ditunjukkan bahwa invers dari matriks   adalah tunggal, sehingga matriks    . 
           Berdasarkan definisi 3 bagian 1 
  (  )    Berdasarkan definisi 3 bagian 2 
  (    )    Berdasarkan definisi 3 bagian 1 
  (    )   Berdasarkan sifat konjugat transpose 
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        Berdasarkan definisi 3 bagian 1 
 (    )     Berdasarkan definisi 3 bagian 1 
         Berdasarkan sifat konjugat transpose  
        Berdasarkan definisi 3 bagian 1 
      Berdasarkan definisi 3 bagian 2 
Jadi, terbukti bahwa invers Moore Penrose adalah tunggal.  
 
Berikut ini diberikan teorema yang menyatakan bahwa invers matriks persegi nosingular sama dengan 
invers Moore Penrose. 
Teorema 5 [5] Jika        merupakan matriks nonsingular maka invers dari   merupakan invers 
Moore Penrose, dengan kata lain invers matriks   sama dengan invers Moore Penrose.  
Bukti:  
Diketahui matriks   merupakan matriks nonsingular, sehingga matriks   memiliki invers misalkan 
dengan matriks  . Ditunjukkan bahwa untuk setiap matriks        memiliki invers yang sama 
dengan invers Moore Penrose. Dengan demikian, ditunjukkan bahwa matriks       memenuhi 
untuk keempat persamaan Penrose, yang ditunjukkkan sebagai berikut, 
i.                 
ii.                    
   
iii. (  )  (    )  (  )
       
   
iv. (  )  (    )  (  )
      
    
Karena matriks   memenuhi keempat persamaan Penrose, maka terbukti bahwa invers matriks persegi 
nonsingular sama dengan invers Moore Penrose atau       .  
Berikut diberikan contoh dari suatu matriks persegi yang memiliki invers matriks sama dengan invers 
Moore Penrose, karena memenuhi keempat dari persamaan Penrose berdasarkan pada Teorema 5. 
Contoh 6. Misalkan matriks   berukuran    , dengan   *
  
  
+. Tunjukkan bahwa        
Penyelesaian: Diketahui   *
  
  
+ dan diperoleh bahwa     *
   
   
+  Selanjutnya ditunjukkan 
bahwa     memenuhi keempat persamaan Penrose sebagai berikut. 
i.       *
  
  
+ *
   
   
+ *
  
  
+  *
  
  
+    
ii.         *
   
   
+ *
  
  
+ *
   
   
+  *
   
   
+       
iii. (     )       
( *
  
  
+ *
   
   
+ )
 
 *
  
  
+ *
   
   
+ 
*
  
  
+  *
  
  
+  
iv. (    )       
( *
   
   
+  *
  
  
+ )
 
  *
   
   
+ *
  
  
+ 
*
  
  
+  *
  
  
+ 
Karena     memenuhi keempat persamaan Penrose maka terbukti bahwa          
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Teorema 7 [6] Diberikan matriks        maka matriks   dapat dinyatakan sebagai 
 (   )       . 
Bukti:  
Misalkan terdapat suatu matriks       , berikut ini ditunjukkan bahwa  ( 
  )       , 
sehingga diperoleh, 
 (   )       ((   )  (   )) 
               
         
Jadi, terbukti bahwa  (   )           
 
Berikut ini diberikan teorema terbentuknya formula dari invers Moore Penrose. 
Teorema 8 [6] Diberikan matriks        maka matriks  
  dapat dinyatakan dengan    
   (      )      
Bukti: 
Diketahui matriks   dengan persamaan     . Berdasarkan Teorema 5 bahwa        . Sehingga 
untuk solusi dari sistem persamaan linear      maka           . Pada Teorema 7 dinyatakan 
bahwa  (   )       , selanjutnya ditunjukkan bahwa       (      )     sebagai berikut, 
                
                  
    (   )     
        (   (   )  (   ))
  
    
  (   (   )(   )  )      
     (   )  (   )     
                       (      )     
Jadi, terbukti bahwa       (      )       
Pada Teorema 8 diperoleh bahwa       (      )    , berikut ini diberikan akibat dari Teorema 
8 yaitu sebagai berikut. 
Akibat 9 [6] Jika matriks       (      )     maka matriks    dinyatakan sebagai     
  (   )   (   )      
Bukti:  
Berdasarkan Teorema 7 diperoleh bahwa       (      )    . Berikut ini ditunjukkan bahwa 
     (   )   (   )    . 
        (      )     
    (   )  (   )     
    (   )  (   )(   )  (   )     
   (   )  (   ) (   )  (   )     
   (   )      (   )  (   )     
   (   )   (   )(   )  (   )     
   (   )   (   )     
Jadi, diperoleh bahwa       (   )   (   )       
 
Berikut ini diberikan definisi tentang matriks      sebagai berikut. 
Definisi 10 [4] Jika        dengan        dan        maka      dan       ( )  
    ( )      ( )  
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Teorema 11 [5] Diberikan matriks        dengan     ( )     Jika matriks        maka 
     (   )  (   )      
Bukti:  
Misalkan terdapat matriks        dan        sehingga       , dan     ( )     Berikut 
ini ditunjukkan jika      maka      (   )  (   )    , yaitu dengan menunjukkan bahwa 
   memenuhi keempat persamaan Penrose sebagai berikut, 
(i).           (   )  (   )        
   (   )(   )  (   )  (   )  
     
    
(ii).         (   )  (   )          (   )  (   )     
   (   )  (   )  (   )(   )(   )  (   )     
   (   )  (   )     
    
(iii). (   )  ((  )(  (   )  (   )    )  
 (  (   )  (   )    ) (  )  
 ((  (   )  (   )    ) (  ) )  
 (  ) (  (   )  (   )    ) 
     
(iv). (   )  ((  (   )  (   )    )(  )  
 (  ) (  (   )  (   )    )  
 ((  ) (  (   )  (   )    )  
 (  (   )  (   )    )(  ) 
     
Karena    memenuhi keempat persamaan dari (i) sampai (iv), jadi terbukti bahwa 
     (   )  (   )       
 
Berikut ini adalah langkah-langkah mencari invers Moore Penrose dari formula yang telah didapat 
yaitu: 
i. Mereduksi matriks   menjadi matriks eselon baris tereduksi dan memisalkan matriks baru 
tersebut dengan matriks   
ii. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks   dan pilih kolom tersebut dari matriks  , 
misalkan matriks baru tersebut adalah matriks   dan tentukan   , (   )   
iii. Memilih baris yang tak nol dari matriks   dan misalkan matriks  , tentukan    dan (   )   
iv. Mencari      (   )   (   )      
 
Berikut ini diberikan contoh untuk menentukan invers Moore Penrose dari suatu matriks berdasarkan 
langkah-langkah tersebut. 
Contoh 12. Diberikan matriks   [
    
    
   
]. Tentukan invers Moore Penrose matriks  . 
Penyelesaian: Diketahui   [
    
    
   
], Berikut ini langkah-langkah yang dilakukan untuk 
memperoleh invers Moore Penrose yaitu, 
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i. Matriks   yang terbentuk yaitu   [
   
   
 
 
   
] 
ii. Matriks   yang terbentuk adalah sebagai berikut, 
   [
   
  
  
]       *
   
    
+    (   )   *
             
             
+. 
iii. Matriks   yang diperoleh yaitu, 
  [
   
   
 
 
]     [
  
  
  
 
 
]  (   )   *
            
            
+ 
iv.    [
                  
                   
                   
]. 
SOLUSI SISTEM PERSAMAAN LINEAR  
Berikut ini diberikan teorema penyelesaian solusi dari sistem persamaan linear, dengan invers matriks 
yang diperoleh berupa generalisasi invers dan invers Moore Penrose pada Teorema 13 dan Teorema 
15 berikut ini.  
Teorema 13 [6] Diberikan      dan     ( ) maka       (    
  ) . 
Bukti:  
Diketahui      dan     ( )  Berikut ini ditunjukkan jika      maka       (    
  ) , 
dengan      . Andaikan bahwa       (    
  ) , dengan mengalikan kedua ruas 
persamaan dengan   diperoleh sebagai berikut: 
        (      )  
        (   )    
          
         
     
Karena      maka kontradiksi dengan pernyataan bahwa       Jadi, terbukti jika      maka 
      (    
  )    
 
Contoh 14. Tentukan solusi sistem persamaan linear berikut 
              
                 
Penyelesaian: diketahui matriks    , dan   sebagai berikut: 
  *
    
    
+,   [
  
  
  
] dan   *
 
 
+ 
Selanjutnya, dengan menggunakan aturan algoritma, diperoleh bahwa generalisasi invers dari matriks 
  yaitu    [
  
  
  
]. 
Berikut ini merupakan solusi dari sistem persamaan linear berdasarkan dengan generalisasi invers 
yang didapat, yaitu sebagai berikut,  
      (    
  )  
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 [
 
 
 
]  ([
   
   
   
]  [
  
  
  
] *
    
    
+) [
  
  
  
] *
 
 
+ 
 [
 
 
 
] 
Jadi, solusi sistem persamaan linear yaitu     ,      dan       
 
Pada Teorema berikut ini diberikan penyelesaian untuk solusi dari sistem persamaan linear 
berdasarkan pada invers Moore Penrose yang diperoleh. 
Teorema 15 [4] Diberikan        dan        
   adalah solusi kuadrat terkecil untuk       
Bukti:  
Diketahui        dan     , dengan     . Ditunjukkan bahwa  
   merupakan solusi dari 
    . Misalkan bahwa     bukan solusi dari     , sehingga      , diperoleh hasil sebagai 
berikut: 
      
        
           
      
     
Berdasarkan pemisalan diperoleh     ,  sedangkan pada teorema diketahui bahwa     , 
sehingga kontradiksi dengan pemisalan bahwa      . Jadi, terbukti bahwa       merupakan 
solusi dari     , dengan    merupakan invers Moore Penrose yang diperoleh dari matriks   yang 
terbentuk pada sistem persamaan linear.  
Contoh Tentukan solusi sistem persamaan linear berikut 
         
        
          
Penyelesaian: Diperoleh bahwa    *
                   
                    
+. Solusi dari sistem 
persamaan linear tersebut adalah sebagai berikut,  
      
 *
                   
                    
+ [
  
 
  
] 
 *
   
    
+  
Jadi, solusi sistem persamaan linear yaitu       dan         
PENUTUP 
Formula yang digunakan untuk invers Moore Penrose adalah      (   )   (   )     , dengan 
matriks   dan   ditentukan terlebih dahulu berdasarkan matriks   yang merupakan matriks eselon 
baris tereduksi dari matriks  . Langkah-langkah yang dapat dilakukan sebagai berikut: 
i. Mereduksi matriks   menjadi matriks eselon baris tereduksi dan memisalkan  matriks baru 
tersebut dengan matriks   
ii. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks   dan pilih kolom tersebut dari matriks  , 
misalkan matriks baru tersebut adalah matriks   dan tentukan   , (   )   
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iii. Memilih baris yang tak nol dari matriks   dan misalkan matriks  , tentukan    dan (   )   
iv. Mencari      (   )   (   )     . 
Untuk solusi dari sistem persamaan linear dengan invers matriks yang diperoleh berbentuk invers 
Moore Penrose, maka solusi yang dicari dapat dihitung dengan      . 
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